STICHTING
MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

e ]

STATISTISCHE AFDELING

Rapport 5 265 (C 13)

Leergang Pesliskunde

Hoofds tulk XIV

Dynamische Programmering

sfeloks

Cj[ o de l.feve

november ‘1960



Het maken

Hellman 3

die hierover in Zijn o00eK

"The problems we treal are programming problems tTo use &

namic'", however, indicates

nificant

2 I

terminology now popular. The adjective ~dy

rhat we are interested in processes in which time plays a S51g

role and in which the order of operations may be crucial.

Nu bestaat er ecnter een groot @antal zeer ingewikkelde produk-
eelt en die

tieproblemen, waarin de t1ijd een zeer belangr.jke rol sp

met lineaire programmering kunnen worden opgelost. Z1ign deze

produktieproblemen nu ook Dynamiscne Programmeringsproblemen?®

Vervolgens zegt Bellman: "However, an essential leature of
our approach will be

the reinterpretation of many static Processes
as dynamic processes in which time can D€ artificielly introduced.

E1k houvast is ons door deze uitspraalk ontnomen! Op deze plaats
kan men de d.p.g) het beste omschrijven door vast te stellen, dat de
d.p. een techniek is met behulp waarvan €en klasse van programmerings-
problemen kan worden opgelost.

Het behoeft echter niet de enige techniek te zijn metl deze

eigenschap.

In de volgende paragrafen zullen wij nagaan, welke kKenmerken

het d.p. probleem bezit en op welke wijze het wordt opgelost.

2. Enkele typische d.p.-problemen

Veronderstel dat een koloniaal gebied wordt voorbereid op zelf-
bes tuur, hetwelk over vijf jasr zal worden verleend. De beherende
mogendheid wil in de nog resterende jaren crachten een gezonde basis
te scheppen voor de onafhankeli jkheld. Daartoe z1ljn verschillende

plannen uitgewerkt, waarbilj een betrekking heeft op de gezondhelds-
Tn het door deskundigen samengestelde rapport kan men lezen,

dat het wenselijk is drie cursussen te organiseren en wel die op-
leiden tot

Bel 1 m an, yn am i C PP OLgT & mm :E. ng, Princeton University Press 1057 .
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elk een _jaar en kunnen slechts i1n de hier-

De cursussen duren

~den doorlopen. De uit te zenden Dlanke

aTal ey Ve T-2¢ TP e e o e
boven gegeven volgorde
. S Sty 07

n alle drie de opleidingen geven, terwijl de

instructeurs kunne

instructeur ziekenverzorger A inheemsen kan opleiden tol zZieken-
gdneid bezilt

leerlingen op te leiden zowel %ot ziekenverzorger als tot instruc-

verzorger en de instructeur ziekenverzorger B de bevoe

teur ziekenverzorger A,
In de opleiding tot ziekenverzorger kan ledere instructeur

SRR 1 e e S Py T AR LA il S T T T2 4 s - 2y SISy ieraae. A T P IR 1 .5 i

maximaal vi)f leerlingen instrueren,

In de opleiding tot instruccteur ziekenverzorger A kan ledere

AL gt 11255 . TR i 1 AN NS OO

instructeur maximaal drie leerlingen opleiden.

in de opleiding tot instructeur z.ekenverzorger B kan elke
blanke instrucveur maximaal twee leerlingen opleiden.

Aangenomen wordt dat het leerlingenreservoir onbeperkt is en
dat ledere leerling geschikt 1is om elke opleiding te volgen.
hoe de instruc-

n zich in het rapport af,

De deskundigen vrage

wordaen

teurs in de verschillende gjaren over de opleidingen moeten

x

wefplegingsgarem te verkrijg

i

en in

verdeeld om het méximale aantal
de nog resterende vijf Jjaren van het beheer- , als verder geg

even

1s dat voor dit doel vigf blanke instructeurs beschikbaar zijn.

Laten wij eens proberen of wij dit probleem niet in een meer

wiskundige vorm kunnen gieten. Hliertoe voeren wi) in de grootheden
Kijk“ Deze symbolen geven aantallen personen aan. Stel dat de
index 1 de status aangeeft van 1- betrokkenen en wel als volgt:
i=1 2ziekenverzorger

1=2 1instructeur ziekenverzorger A

1=3 instructeur ziekenverzorger B

i=4 Dblanke instructeuvr.

' is een jaar, waarin €én ziekenverzorger
3ehee1ﬁ@r begchikking van de verpleging

10 verplegings jaren als 5 ziekenverzor-
geheel Ter beschikking van de verpleging




Jj=1 niet bij een opleiding betrokken

j=2 1in opleiding

j=3 opleider bij de cursus ziekenverzorger

Jm)“L 3 ! (t B instructeur ziekenverzorger A

J=D " THRT ! instructeur ziekenverzorger B.

De index k vermeldt het betreffende jaar (k=1,...,5)-

De grootheid xﬂjk geef't nu het aantal personen aan, dat aan
het eind van het kQé jaar de status 1 heeft en het daarop volgende
jaar 1n de functie J 1s tewerkgesteld. Zo geeft bijgvoorbeeld x234
het aantal instructeur ziekenverzorgers A aan, dat in het vijfde

jaar opleldt Ttot ziekenverzorger.

Ga zelf na dat geldft:

_ A8 i ~
X437V X541, =0 X397V X =0
X AL~ Xl =Y X oy 7O XYy o= (2.7)
X15k$0 X25kﬁ0 XBBKKO (kxqgoe-35)
X o = (O
5 4 |
J O (Jm:/lﬁﬂ'“..?B) (2'2)
h = Xy =0
%351 332

Kortheidshalve schrijven wij voortaan:

D
Xi,k:ngw-xﬂjk-‘ (2.3)

j=

UltT de verbale formulering van het probleem volgen de relaties:
@ | ] , le .

Aantal ziekenverzorgers aan hetv eind van het k9m+gaar = gantal

zlekenverzorgers aan het eind van het (kmﬂ)ste

Jaar verminderd met
ﬁ * ﬂ de . . a9
het aantal ziekenverzorgers, dat in het k— jaar een opleiding

volgt ToT 1nstructeur ziekenverzorger A en vermeerderd met het aan-

tal inheemsen, dat een opleiding tot ziekenverzorger volgt in het
kg5~jaar.

M. a . W,

1oKk-1 T SLf23K“1 t Xgap gt Xyl (k=1,...,5)

(2.4)
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is. Immers zi]j kunnen toch altijd beter inheemsen tot zieken-
verzorgers opleiden. Dit volgt uiteraard ook uit de oplossing.
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de zantallen blanken die aan heu eind van

Jaar,
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direct

vertelt ons, in

tot 1nstructeur zlekenverzorger A niet groter kan zijn

santal ziekenverzorgers, terwijl het bovendien kleiner

3@@ j{»’iﬁ@ AML »

L]

zijgn dan de opleidingsca)

Lvenzo gelden de relaties:

. g*““’““ B '
< 7] 4 . o
-1 = o 3}{/3 =T ”'”“}(J 34 k-1 Xiﬂﬂﬁ{ ( = 5)

en X, . = O (i=1,2,3) (2.0)

Kig ) gdw _,»3 5 @ - /1 ’?

nu 1n zign wiskundige formulering:

max. vaen de uitdrukking

U . ﬁé .g? ﬁ% + A ,@ ﬁg Q -+- X ,ﬁ% WE 3 + X y% ,ﬁ? i%v @ ( 2 . q E )

be-
mede te werken aan

2rete vier jaar ons niet met de opleiding

jear echter zijn wij



.....5.....

'verplegings jaren' . Op het moment, dat

het opvoeren van het aantal
wij de instructeurs voor de laatste keer over de opleidingen zullen
verdelen worden hun aantallen vastgelegd door de grootheden
xi.A(imﬂjun.ﬁM)n De optimale waarden van Xij4 bezitten dus de vol-

gende eigenschappen:
’lo) aan de voorwaarden (2M4)t/m 2.11) wordt voldaan

o “ w ﬁ q
27) de uitdrukking (2.12) is onder deze voorwearden maximaal.

Het{ is zonder meer duidelil jk, dat onze keuze zal zijn
14 T R L) (2.13)

Xf[j)_p = 0 (J?é/])*

De keuze van de overige waarden Xij4 (1i=2,3,4) 1s van geen belang.

W1j vinden dus voor het max. van Zcy

7 ———

’ mix 26 = Xqqq T Xqqp T Xqqg T Xy (2.14)
1 gh

Dit antwoord behoeft ons niet te verbazen. Immers in het laatgste
jaar kan men niet beter doen dan alle ziekenverzorgers 1in de ver-

!

pleging sturen om het grootste aantal "verplegings jaren' te ver-

Krijgen.
Het maximum van Z 6 wordt ongeacht de waarde van Xs ) gegeven
door (2.14). Uit (2.14) volgt, dat het maximum een functie 1s van

Py 4

Wlg hebben nu het volgende probleem opgelost:
Gegeven een aantal ziekenverzorgers, instructeurs A en B en vijf
blanke Instructeurs. Gevraagd déeze instructeurs zodanig over de
opleiding te verdelen, dat @an het eind van het komende Jjaar het
maximale aantal verplegings jaren wordt verkregen.

>lechts de term XAl in (2.12) is afhankelijk van onze keuze.
S>chrijven wij nu voor het maximum van Kaqy*

Hq(xiJB):mrmwcsgpmwm=x4°4 (2.15)

dan geldt op grond van (2.4):

HW(XijB) = x113 +~5if233 +-x333 + xqaéja (2.160)



Xgqq + daqn t L PPE 1 Hqﬂx;Jgge (2.17)

Strekken wlj onze zorg ook ult cover het voorlaatste jaar,
wilg de waarden X. ., TZ bepal_n
LJo
O . . - . |
17) aan de voc . wrarc=n (2.Y +/m (2.711) voldaan wordt,

O o $ B i - . ) 3 , . + .
27 ) de uitdrullzine (2..2) o270 dene voerracrden

dan dienen
vl rodi i aac

&
maximaal 19.

Dit laatste kv n~a i)

L MY Lereiken door de
vuiltdrukkinge

| @ 2.18
Te maximaAallsersasnr. ( L )

Indien vw.o]g 2z, 813 krifterinm 114
l

VOoOor Wil ons gestela iaen vir

i

. a7 18 het probleem waar -

Gre.elfd> vormn 1 het voorafgalade.

Uit (2.17) o (2.79) wolgh 4: % vor» de ortirale keuze van

2}{/1/]3 - 5!-}:233 - ..:{j:qm -- e - E -

T L e ( 2 49}
" g ' SR G

is maximaal onder A2 voorwasrder (.Y L/m (2.11).

Ook nu kan m2n eenvoudwrs

nagaan, dat voor de optimale keuze
geldt:

A - R
X ,,,.rl /1 T A /i e T T -~
-k, . -, :
3 b 3 _/) ) - "'J 3 ® u-')

Xnn-=Xn - Xy m Xy, =0
2 j -:) 2 . “:) LT. #3 :‘ ll . j

Wig vinden derha . ve voou.r Pev

T ,
Zp = MAX T4 = X4 +-x1ﬂo | 211 - 4“Z>?t3:3"+3f3:3'+f5h(2«24)
. X ‘ R o 1] D

1J3 ' B

ochrijven wij nu:

N
H = max - I, )

2(Xi32) = 1Tl .ﬁ , ﬁv;.,],.::a -- H,, X

(2.22)



dan geldt:
r — . - T \
Z2 r— Xq/]/‘ _{ X,ﬂiqg *—- J.I::?“(.}{iJg/n (2#21)

Wanneer ook de keuze 1in het derde jaar ons niet onverschillig

laat, dan zullen wij X -~ zZodanig moeten kiezen, dat geldtT:

L)
10) de waarden KiJ? voldoen aan de voorwaarden (Q.M)t/m(E,ﬂﬂ)

0 | | ﬂ |
27) de uitdrukking (2.21) is maximaal.

De term in (2.271), welk: afhankeli gk is van de keuze van Xij?

wordt gegeven door:

+ (x ) m:xﬂqp-+£%pyﬁ§+-51xm ﬁ-+:g3:3+~5 (2.22)
- " -~ ° i

LJe 17

X490 T P

en dus volgens (2.4) t/m (2.11):

i = ]
= X T2 X a4n F BlHoas b X BIX, 5 kX, 4= X + 5| =
112 | e o230 1””5} 022 1.27 ¥qq2 T 2

il - _j c s -
= 10x% + 10x + Hx 4 Hx - P + 25 . 2,2
232 HBE Ao 0 ”)’MEZ 112 - ( 3)

Na een vluchtige beschouwing van (2.23) lijkt het of de optimale

keuze van X, 32 gegeven wordt door:

1
X030 T Ko o

— N ARSI
Xpap = Xy o T 5 (2.2
Xqqp = V-

De keuze voldoet ~chter niet sar de voorwaarden (2.4) t/m (2.11).

Immers xqquo impliceert

Kaon T Xq o (2.25)

en bljgevolg:

K,lng;:ﬂ_:%?{)"u? (2¢26)
of
2 ot 5
XMLEC?,I““"“}““ o (2.27)
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Als }:,\ 4= 15 decn zal de optimale keuze voil xd)“m kleiner of gclijk

I }{ : ) ‘+- P n
aanﬁmiii- moeten zi gn. Kiest men X kleiner dsn of gelljk aan
3 L4

-

L 5 41 dan volgt wit de vorm (2.34) det de optimale keuze van X, o

5eliJv aan 33X, o is . Beschouwen wij uit (2.34) de term 14X424-15x4445

die voor deze KkKeuze van X, ;4 cell gk wordt aan ﬂﬁxuuqﬁ dan volgt on-

middelli gk dat voor de opuLm ale keuze vaun X)) 4 zeldt, dat Xy) 4 gmm‘
| Dt 1 -
! e of{m ) . Tn het laatste geval moet op grond van

.__3

lijlwis aan | —s3
- '_) .
&

(EQBM) X g ma % 1lﬂ&gﬂﬂﬂh&ﬁ1vmﬁfmﬁlaan.Xq j . 1’1 j hebben dus de vVOl-

.Ml

gende keuzZen:

D RO
Whq T LT3
W.MX S—
N I
_ LI 2 .
X 10 ﬂm 5 (2.35)
e fj[‘°‘xf1 A7
111 717 G B
en X wimiiéi}“
e
- 2 .36
21 T 101 (2.36)
De term 1IX,54 - 5%y, 10 (2.34) is voor de keuze gegeven 1n
(2.35) gelijk aen:
e -
e
33 LT qs[ D] (2.37)
L3 _ 3
en voor de keuze gegeven in (2.30) gelijk aan:
2K /l ./] T g
11X - /15“““::,:““1 * (2°38)
/] o /l L. s
"t 1T =1,
Alsl*m?ﬁm — | “J dan zijn beide uitdrukkingen gelijk. Indilen
T R e P .
echter -ifmi m! ,;ﬂ~§ -1 18 dan en slechts dan de uitdrukking

(2.37) groter dan de uitdrukking (2.38) als geldt:

e

- 2

X, - X4
1.1 | 71,7
aq (2.39)

3 T LT3

Dit laatste is slechts het geval als

: _
{_——M“m*‘j!

X — -
1.7 1.7 d

— | = = = 2. L0
3 3 3 ( )
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ontract afgesloten, waa

Jjaar een vaste hoeveelhe-

contract genoemd bedrag.
estatie he
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r contract éenzijdig opzeggen.
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i = 8
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Indien wij zijn maximele winst aangeven met Hq dan geldt

R

W, = max aqgagga1; = 84 (2.47)

/\

Bij een tweejarig contract zal de kolenhandelaar 1in het
lsatste jaar als hiy mag leveren cen winst maken van de grootte wd,
Levert hij in het ecerste jasr de igg-Kolensoort dan bedraagt

de verwachting ven zijn winst in deze twee jaren:

a; + (4~pi)w4 . (2.48)

Voor de kolen welke hij in het eerste jasar het beste kan aft -
leveren geldt, dat (2.48) maximasl is. Indien wilj dit maxlmum 238n-

geven met W,, den vinden wi]

[ A

I = 5 - - i a
W, mix{éi - (] pi)W{] : (2.49)

Strekt het contract zich over drie jesar uit, dan geldt voor ae

optimale keuze, dat

4+ (1-p )W 2.50
3, + (1-p )W, (2.50)

maximaal is. Het maximum wordt gegeven dooOr

W. = max la. + (1- W ,.. 2 .57
b mj [;J ( pw) 2:] (2.51)

Op deze wijze kunnen wij voortgaan en wij vinden tenslotte voor
het maximum

W6 = mix ELC oh (’\—-pk)\f%] 5 (2::52)

waarpi ] W5 op een analoge wijze is gedefinlieerd.

Van bovenstaand resultsat zullen wlj nu een toepassing be-

schouwen. otel dat

a, = f 435, - D, = 0,2

ay = f 790 ., - Py = 0, (2.53)
a. = £ 1.050,- 5. = 0.6,

3 va > D 5

Voor de uitdrukking (2.48) vinden wij dan

a, + (’11-----;3,1)1»1,l = £ U35,- + 0,8 x £ 1.050.- = f 1.275.-
a, + (1-p)UW, = F  790.- + 0,6 x £ 1.050.- = F 1.420.~- (2.54)
ay + (’I--pB)W,] = £ 1.050.- + 0,4 x £ 1.050.- = F£ 1.470.-.



Het maximum wvan (2.48) wordt dus berelkt voor 1=73,
De kolenhandelsar zal dus in het voorlaatste jaar huishoudkolen
leveren. Uit (2.54) volgt tevens V, = £ 1.470.-.

Voor de uitdrukking (2.50) vinden wlj nu:

4+ (M-p U, = F  435.- + 0,8 x 7 1470~ = F 1.671.-

-

!’.

d
82 -+~ (1“p2)v12 i f-} r79oﬂ__ - Oﬁb pie jﬁ 31#470"“ — f. /10672'," (2{}55)
ey + (M-py)iy = F 1.050.- + 0,4 x f U700, - = £ 1.638.-.

Het maximum van (2.50) wordt bereikt voor i=2Z.
De kolenhandelaar zal dus in het vierde jaar de zZgn. kwaliteits-
kolen leveren. Uit (2.55) volgt voor U,y: My = F 1.672.-.

Voor het maximum ', van

a, -+ (’1--.--1:3,1)&%’3 = f 435.- + 0,8 x F 1.672.- = F 7 772,60
a, + (M-py)Vy = f 790 .- + 0,6 x £ 1.672.- = f 1.793,20(2.56)

$$$$$$$$$$$

derde jasar wordt gevormd door de lktwaliteitskolen.
Voor het maximum @':15 van
a, + ( ’l—---p,l)‘i.riilL = f 435,- + 0,8 x £ 1.793,20 = F .369, 56

2y + (I-pp)ly =5 790~ + 0,6 x f 1.793,20 = F 1.865,92(2.57)
ag + (1-pg)ih = f .00 O,% x f 1.793,20 = f 1.767,38

vinden wigj f .869,50. Dit betekent, dat de optimale keuze 1n he T
tweede jasar wordt gevormd door de superikiolen.

2, -+ ( ﬂw'p,.‘-)‘if.?{:. = f  435.- 4 0,8 x £ 1.869,56 = f 1.930, 65
a, + (1-p,)W = F 790 .- + 0,6 x f 1.869,56 = f 1,911, 74(2.58)
ay + ( ’1---p,%)'\f.;5 = £ 1.050.- + 0,4 x F 1.869,50 = f 1.797, 32

vinden wij f 7 .030,65. Dit betekent, dat de optimale keuze in het
cerste Jjaar wordt gevormd door de€ superkolen.

3. Het n-—-sTaps d.p. probleem

nlvorens een terugblik Te werpen op de beide voorbeelden uit
de vorilige paragraafl zullen wij eerst een aantal begrlippen omschrij-

ver.



_ L -

Het eerste begrip, cat wij zullen 1nvoeren heet systeem. Het
sySteém is veelal het object van onze beschouwingen. Z0 kan bl
cen wachttijdprobleem het systcem cevormd worden door de ri)
wachtenden voor het lokef . Bl) een voorraadprobleem zal met het
systeem meestal de voortrand worden bedoeld. In hev cerste voor-
beeld uit de vorige paragrasl duldt ncn met het systeem "het ver-

plegen van zieken'" aan, terwijl in hev laatste voorbeeld met het

systeem ""de verkoop van kolen wordt bedoeld.

Aangenomen wordt dat het systeem zich in verschillende tToe-
standen kan bevinden en dat deze toestonden beschreven kunnern WwoI -
den door een aantal kwontitatlieve pgrootheden. Fen toestand wordt
dus gegeven door €en ri) van retallen, de waarden van de kwanti-

tatieve grootheden voor deze toestand .,

Fen dergelijke rij van getallen noemt ren ceen toestandsvecTtor.

, : de .
De toestand 2an het eind van het i—= jaaer ven het systeem ''het

verplegen varn zieken'" wordt gegeven doow

a) het asntal ziekenverzcrgers X

L. L
b) het aantal instructeur ziekenverzorgers A Ko 4
c) het zantal " 2 B Xa 4
a) " blanken ) . .

De moceliike tLoestanden ven het systeem "rolenleverantie'
2 LJ ¢

(2§§-voorbeeld) Z1lJn:

O | ﬁ |
1°Y contract is geldig voor het komende jaar

O n ﬁ m ﬁ
27) contract is niet merr geldlg voor het komende jaar.

“

Deze beide toestanden kunnen wcerden peschreven acOr gén kwantita-
tieve grootheid, die voor dz beids toestanden resp. de wiarae één
of nul aanncemt.,

Stel dat de toestandan van eepr 3ysheem beschreven kunnen wor-
den met behulp van m kwantitetieve grootheden, dan kan iedere toe-
stand geidentificeerd worden met caen punt 1Ln €2n door m orthogonale
coB8rdinaatassen opgespannen ruimtc of met e toestandsvector, dile
de verbinding ven dat punt met de ocorsprong van net sssenstelscl
is. Op de assen van het assenstelscl worden C2 =serdergenocemde
kwantitatieve grootheden uitgezet. Deze ruimte zullen wij de

toes tandsrulmte noemen.,

Tn elk van de voorbeelden uit de vorige parsgrasf moet Op een

eindig aantal discrete Tijdstippen cen peslissing worden genomoi.



4

Tndien in een d.p. prohlao2m on n alscrzve Uil

ey

B . “ . N 0
yAdA-cinpen ecgn heslis-

t.

sing genoren dient te word-n. den gpreckt men ven oocn n-staps d.p.
probleem. Zodra de eerciz Y ooll ning genomen Ly gaat hetl n-staps
probleem over in efen (n-1)-gtont d.p. probleen., We zullen aannemen,

dat ook ieders mogaligks heollor dns vastgelopa kon worden met behulw

N

S ) ey R SR B | 4. oy e o .
van een aanca.l ?wnb catLhve cventhaedon, o bt coermste voorbesld
wordt dc op h ¥ P‘w*tigﬁquﬁ (o T De T llsging oooeven door xﬂjkﬁ
terwijl in het cweede pProHie ot oL verse wllonug Leslissingen «Sunnei

S : , - - " 1
.. S S oy o oy o g e VL . ‘ . I 3 -
worden bheschreven ot ~en kwentztavievs groctheido, wolite slechcos aGc

e

r . =) e N R - b s o
waarden 1. 2 ~11 3 behose T e cooslove:,

-

Voor het gaval m-=m 2 perlissroger on oo ndvidtn met behulp van

i

-~ A f e I pu L e sy — !,;} Ly J C g \ | N n X . e *'1 N n
r Kwant.tatieve groothie oy, COoM 0l omond22r . ey O Uere ves1lssing

-

. A S | - - . .* | . N B P - a2 ~ - d o
een punt in cen 7 Ang2anIlionale rawwmite. DD vorhiouw inTolign van dacd

B

punt met A2 coraeprornge zullen wis do beoligsarepvector noeren, TEr-

[ R o Iy #° mich Wl - p— ~

wigjl de ruvimte oLl mnt pi%}?:?ﬂgﬁiigimlii”ﬁtm$ aongedurd.,

Bij eon morovuldigne Deschnoling ven de prrovaenrtn ult de vorife
paragraoaf valt het onz op 4Aav ol vorstar” van net systoem op het
volgende tijdastin van hesglicsan otosl wordt peinvioed aoer do too-
stand op net hurdice tirjdoscip van Drosligsen en door de beslissing
zell en echter niet door de ToesTancegn ¢n PESLLSOINTEN OP voCcreaonan
Cigdstippon., n het ecrgtle vo27r - i verdt de tonectund 7an hetd
systeem aan nl" ceirvi van not bHrendas joar volledis vasotgeolezd coor
de huidige toestina ~n d~ op dat ti dnrtip L2 menen heslissing (zie

(2.4) t/m (2.171)).

g
In het twecde voorhnald cacreavegen bhestaot ocik ne de beslissliu

o
i

LA

!

- _ | . - \ - " - " Ao -y - - i - iy g o~ - . N
onzekerheid omtrenc Jdn to2ztard van hot syocterm on het volgences
’ 3 oy B e e JU P B 3 TN . S e . — . . Tl ey o g , . iy
beslissingstligdatip. 22 Kaisen ¢p rratiserine van de verschillend:z
N - ] om P I iy e e ey S Ve . - 7™ s e » X . . - |
mogell jk¢ toz=svan’eny voroon cerwzy 2l epaald doc 7 ouidize too -
stanu en a2 te nemen eeslioginy
: o JL& VIS e Lj. }\\w‘ o 3 '...L.. | S I .J-.ij. ~y B
o om0V s . | I o e m e e P e TR W e . L . : R
Vererr konn=n Ji, constater:n, dat ton onovoler van een beslis-
./"l )
ST .
.. i | IR . men . y D e e n PN . i e 2 " -
Je omveny van deze cpbraengst honpt o0 vow Az oeenormn beslissing en

P

sing 1n elk von d2 bhords voorbecluanr graler g o oen opbrenpg,

L

de toestana wasrin dezce hrsligsing 19 pgenomsn

e 1 ) &

gy it Wl VO IR gy N e W

1) Er zijn d.p. vroblemen, waerbij de opbrencst stochastisch is.
In cie gevallien b=2:3 ChCUWu o le verwecehtingg van de opbrengst.
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Bij het oplossen van een n-gtaps d.p. pronleem wordt het oor-
spronkeli jke probleem dus vervangen door een reeks van in eenvoud
afnemende problemen, welke worden opgelcst voor alle mogell jke

begintoes tanden.

ITndien wij de tocstend van het systeem en de beslissing op het
de : ﬁ o | .
m— beslissingstijdstip resp. aangeven met X en dw en als wilj ver-
der schrijven voor de Dbijbchorcendc opbrengst h(xmjdm) cn de toe-

3)
-1l m

enz . dan geldt voor 2en n-staps d.p. probleemn:

koms T3 rsTe ' X . d b1 >timale keuze van d a
omstige opbrengsten H_ (x_, m) j o) PR NP

M-ty

— vr “* I 4T [ ¢ , | 1< -
Hnmm(xﬂﬁd%Q wauaﬂiﬁm+ﬁtl%ﬂf+ﬁnmmmﬂ“hm+1”dm+4) (m=n-1) (3°1)
m -+ o
waarbij
Hmixnﬁdn):m<3 @ (3.2)

Uit deze bheschouwing volgt tevens, dat bijg een n-gtaps d.p. probleem
de eerste optrtimale beslissing dﬂ vordt bepaaeld door de torstana X 4

Men zou ook kuuncn zeggen dat door de optimale keuze aan een toestands-
vector in de toestandsiuimbe een heslisceginzosvector in de beslissings
ruimte wordt tocgevoegd. Deze tozvoeging kau men ook als volgT ulit-

drukken:

d, = 8 (xX.) . (3.3)

Rellmen heeft door gebruik te maken van het abstracuve begrip Functie-

ruimte de zgn. gtrategleruvimte incevoerd. leder punt ult deze Trulmte

A ORI

ig een functie met behulp waarvan ascr 1edere toestandsvector cern

Aty S . xR N AT N T ¥ e B e e L -

beslissingsvector lkan worden toegevoegd. Oolk de functie Sn(x) in (3.3)
is een punt uwuit dezo ruimte en wordt een strateglie-functlie ol ook
wel kortweg strateglie oenoemd.

4, Het oo -staps d.r. probleam

I - NI - T PN TR T N v i b, Wiy iR R ¢ A~ ) : B sl viohenly

In de vorige paragrafen heorecn wiliy ors weverkt tol d.p. pro-
blemen, waarin slechts een eincig cantal beslisgingen wordt genomen.
In deze paragrasf echter zullen wiy ons hezig houden met situatlies,
waarin het ssnuval te ncecmen berligsingen onbegrensd 1ls. Het isg zonder
meer duldell jk, dat de oplossing van deze problemen niet verkregen
wordt door eerst de beslissing van de "lasatste" stap te bepalen.

My kg WY 0w RSP ONE ik Exiae

3) evt. gewogen
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_ e + - ' 4
T £ (x,) = e {h(x,],,,d,l) . fz(x,}ﬁd,])]} (4.3)
L als zowel a) als c¢) van toepassing 1is.
r“ N
_ L L . . ' _ 4
1L fn(xﬂ) = gux {h(xqjdq) O{fnmﬂqu(xﬂ*dﬂlL} ( )
L 51l zowel a) als d) van toepossing 1s,
S ¢ a i
11T fn(xq) = gax [ﬁ( quq) + B {fnmqbﬁg)/xqﬂd{}] (4.5)
’ -

als zowel b) als c¢) van toepassing 1is.

(4.0)

—

INY £ (}:,}) = rgax [h(x,];d,]) + I {fnmq(ggﬂg)/ x,\gd,&
| als zowel b) als d) von toepassing 1s.

Beschouwen wij nu de rij van funcceies :[‘ﬁ(:»{) dan zullen, als

deze rij voor iedere x convergeert tot een functie f(x), de relaties

(4.3) t/m (4.6) overgaan in: 3)

_ , I o - - e x (.. a. ) I

T f(xﬂ) gxl:f{ {}1(,[{,1_,,(‘1,]) i mxg("{,]#,d,]l } (4.7)
g

TT f(;{/l) - gnax {h(x,“d,i) +- cﬁafl'm‘gg(xwd,‘“} (4.8)
1, ) .

TIT :i(}::,i) = gax ;P(X’qu) + 1 {f‘(_;ig)/x,ljd,]}mj (4.9)
d

1V f’(xq) ga‘» 1h(§<,1_.;ci1,}) + A L gf(i_g)/x/!jd,l}. (4.10)
PR ,., |

Indien de opbrengstliuncuvires _f‘n(x) behorende blj de overeen-
komende n-steps d.p. problemen convergeren tot de functie (x),

darn wordt de oplossing van net es -staps d.p. probleem verkregen ult

"

de oplossing ven <¢ corresponderende funciionaalvergeli jking

r( 4.7) t/m (4.10) } ﬂ
| Het m"”rxder:fioek near de ondubbelzinnipgneld en de existentie van
de oplossinger: van deze functiona~lvergelijkingen vormt een wezen-
11igk deel van de dynamische procrammering. len dit belengrijke
oncexrdeel van de theorie der dynamlsche programmering zullen wij
echter geen a ndacht ?’JE’ﬁt@det”L)—U

AT T i i i i SN WP YTE AP .. W = o T Ty i PSS U e g ey 1o

e R TETEC Al

ste | . ., L o ﬁ
] Lteratie methode. Indien de rij van opbrengstfuncties fn(x)
van de overeenkomende n-staps d.p. problemen convergeert voor
ledere X tot de opbrengstfunctie f(x) van het oo -staps d.p. probleen

dan kan deze functie uiteraard lteratief worden bepsald. Heeft men

)

3) De relaties (4.7) t/m (4.9) zijn bijzondere gevallen van (4.10).

L) WJ]T:}L{:; verwljzen hicrvoor nsar R. Bellman: Dynamic Programming blz.
O €.V,
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Soms is het zinvol te beschouwen de rij van functies >)
mf“(x) T
gn(x) = = , (4. 9)

Indien de rij van opbrengstfuncties fn(x) van de overeen-

komende n-staps d.p. problemen niet convergeert, maar wel de ril]
van strateglefuncties sn(x) Lﬂzie (BWBX] dan kan men ondanks de
divergentie van de rij fn(x) toch de optimale strategile

S(x) = 1lim S_(x) (4.20)

I —3 o0

bepalen. Veelal wenst men slechts de optimale strategle te Kennen
en 1s dus hiermede het probleem opgelost. In dergeliligke situaties
komt het ook veel voor dat de limiet

£ (x)
i B o 1w g (%) - g(x) (1.21)

[l e D 13 O
bestaat.
De functies g_(x) stellen de gemiddelde winst per beslissing

ééééé

voor bij een n-stap d.p. probleem. BPijy menig probleem convergeert

deze rij van functies tot een Functie g(x).

In par. 5 zullen wij voor een klasse van d.p. problemen een

me thode bespreken, wasrmee men de functionaclvergeli jkingen op €en
meer directe wijze kan oplossen. Deze methode 1is slechts Te gebrul-
kKen als de functionaalvergeli jkingen van e€en bepaalde structuur
zljn.

Len ulitgebreirde groep van oo -staps d.p. problemen kan worden
opgelost met behulp van de theorie der Markov ketens. Bij deze d.p.
problemen geldt dat de toestandsvectoren, behorende bij de door het
systeem Te doorvlopen toestanden, voor een vaste strategiefunctie
h&xﬂ een llarkov-keten vormen. De verwachting van de opbrengst voor
een beslissing in d2 limlefttoestand van het Markovproces is dan het
Kriterium voor de beste strategie. Van deve d.p. problemen hebben

wl]j reeds een drietal opgelost in hoofdstuk IX (waarschijnlijk-

heidsrekenen) . De oplossingsmethode wordt in dat hoofdstuk uitvoerig

besproken, zodat op deze plaats slechts met een verwl jzing kan wor-
den volstaan.

W Wl WA e sl SR wonioh

gebruiken in dit hoofdstuk vaak de termen soms, veelal, etc,

onder precles aan te geven onder welke vocmm%%m%knucﬁg'ult SpPraak
wacr 1s. Ook hiervoor geldt 4).



% 4?“(% -

ﬁ*"’ﬂ” 3*3' S

Tl
4 £
ey E ml;._~ i
o 'E e
o | G
e i
&
.

(il ot w e it - MWWEWMWWWH

o

In deze parag

door hun speciale vorm in staat
resultaten Le beneslen
Als

o N N 1,’
klagsse De

o ﬁ Q t y e van

;Jjﬁ; | ’ij ﬁgﬁﬂa ﬁ ‘Ewﬁ' g@ %ﬁ g v 3 E‘, -ugcm E«WE ; é‘%m&ﬂ Saaidd

Rl i 4

pt te worden

Kans

T By B 5 Py .
De visser, die door deze

' , o o - T e s
@iL cens te gaan ki gken. Of

na een viucntige Stu
te mogen vaststellen
ezige vigsen, die hij

e __ o w " PR R It % S : " sy P g ;
rreven wordt door T 4 TESDP

als vreemdeling 1n dezZze omg

m ontstaat. wanneer de visg

vissen totdat hi) begrapit W

e 3 " i ) | , f
fvroagi in welk van
il w E% &’j {:"i ; :;‘h?? i"'rwﬂ mi«m Ef i%w E’ " b ‘ﬁﬂ A

het systee

*vq en V.. De toestandsruimte wordl
i

P -y v o Yy (P Py ﬁg Agn oy T oo, {w 4 {-‘-‘-ﬁ i & A @, 2SS en

?gﬁg S afﬁ m ijé@ i E.u j ,,,,, ilgﬁh Em Mi@e ﬂ« E \ m,,,s E . (. i@« NE AN SR W U SR N 4 Bl o k)
-

1 ke

- eg:"w;

Dot Pt

n nog 1n de respectieve

&
{3
-
o
s
o
LN
%%
s
@
{1
gﬁwg
-
‘? o
F

dan wordt

eenmaal gaat vissen,

Wﬁ

vy _ g o
goer siecnts




- 23 -

1°) fo(e0 X, aY) =t 1, (X,Y) (5.2)
2°) fq(XﬁY) is continu in X en Y.

ITndien hij tweemeal gaal vissen dan wordt de verwachting van

de totale opbrengst gegeven 4oor !

fz(X3Y) = MmaX {(4*@,‘)3?,1}{ T ('1“"’@,])3?,] U’l-—-r/‘)}{ﬁYJ 5

(5.3)
(q“pg)P2Y+( /‘”pg)fq D{; ( ’lmrg)Y]-}
Uit (5.3) volgt dat ook voor fg(XﬁY) celdt:
1°) f (X, oY) = gﬁf?(XﬁY) (5.4)
29) fE(HﬁY) 18 continu in X en Y.

Indien hij n maal gaat vissen dan wordt de verwachting van de

totale vangst gegeven door:

fn(XﬁY) = mang(ﬂ pq)v X+(1mp1)fn 4{(1 Pq )X Yi}
(1-p)r Y H(1-p,) E [ (1-r) Y]

e

(5.5)

Met
elk geheel getal n >0 pewljzen:

behulp van de methode der volledige i1nductle Kan men voor

1) fﬂ(mﬁﬁﬁméY) :xln(AﬁY) o 6)

EQ) f}“&éﬁf) is continu 1n X en Y.

Men kan bewijzen dat de limiet ° (X Y) voor n—s e voor iedere

1)

waaerde van A en Y pestaalt en dat de Peldtie (b.)) overgaat in

f(}{;ﬁ“ﬁf) e T“ﬂﬁx{(qu/l) Lo+ ( p/‘)fi. /1“1'},1)}{ Y] ! (5 7)
(/}W.E}fj)rgy T “}.:) >I L{{ (/l r ““"‘“"}.

i TR Vet Lol A e &

Ouk voor de zuuctle :(XyY) geldt:

1) £

20) f{X,Y) is continu in X en Y.

rrrrrrr

A X, ot Y) = ok f ( L Y) 8)
(5.

Geeft men de beslissing om in V",1 te gaan visgsen aan met D’l :
alternatieve beslissing wordt dan met D

o aangeduid. De keuze

1) Voor het bewijs van deze ultspraken wordt verwezen naar R.Bellman,
Dyuanic Pwa;rammim@ blz. 64 e.v.
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tussen beide beslissingen wordt bepaald door de toestand van het
systeem op het beslissingstijdstip. Voor ileder punt zou men na Kun-
nen gaan welke beslissing optimaal is. UlT (5.3) volgt dat deze
keuze ook optimaal is voor alle punten op de verbindingsli jn met de
corsprong. ULT (5.8) volgt bovendien, dat als 1n €en punt Dq te
verkiezen 1is bovemD2 dit dan ook geldt voor een kleln genoeg ge-
kozen omgeving van het punt. Wannzer men deze felten combineert dan
moet de toestandsruimte te verdelen zijin i1in sectoren, waarvan de

vorm aangegeven is in fig. 5.7.

van de toestandsruimte

In leder van de sectoren 1s steeds dezelfde beslissing optl-
maa l,

~%

Laten

wl)] eens nageaan voor welke punten in de toestandsruimte

het onverschilllg 1s ol men eerst ‘e beslisainngqﬁ daarnsa D2 neemt

en vervolgens optimasl verder gaat dan wel dat men begint met D2

daarna Dq alvorens optimaal verder te beslissen. De verwachte op-

brengst zullen wi, asngeven met Iy (X,Y) resp. fi)t)(}gﬁf)aiMen
D4 Ds

can eenvoudlig nagsan, dat deze functies gegeven worge% door:

U

SR @

5 (6Y) = (=)t + (1-p ) (1-p)rpY + £ [(1-r )X, (1-7,)Y]
(5.9)
f%w(xjy) = (1-py)r,Y + (1-p,) (1-p)r X+ £ (1-r,)X, (1-r,)Y].
(5.10)
Voor bovenstaande toestandspunten geldt:
fy p (X,Y) = £ o (X,Y) (5.11)

12 27
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of (q”pq)rqx'{'(/l“pq)(q“pg)rgy ~ (’lwpg)rgYH’lwp,])(’1—~p2)r,]X (5-"2)

(1-p4)o,r
Yy = 121y, (5.13)

Uit deze relaties volgt, dat de gezochte punten liggen op €een

.....

Y 1
:
)
y i
) 1]
o
|
1)
[4
;
1
Fy
;
]
.

rder blijkt uit (5.9) en (5.10) dat voor alle punten boven s

f%@ (£,Y) » ¢ Dm(}{ﬁY) (5.14)

b j:}
g ]

wlgl voor de punten ondero. het omgekeerde waar is. Uit de

continuliteitseigenschappen van £(X,Y) volgt, dat er een sector

T

aan de X as bestsal, waarin de beslissing D,l te verkiezen
o tel nu dat er een punt PO bestaat beneden de 1ijn @E

Brdinaten (X N L 0 ) waarvoor geldt dat D 5 de optimale beslis-

18. otel vervolgens dat P, zodanig gelegen 1s dat het punt

bovengenoemde sector. Uit deze eigenschappen

Y -ﬁ voorstellende de toestand op het volgende besli SSings ~



en

dat voor de punten

ik
w," 44 #ﬂwﬁg

] mmm

a5
-y, E
o .
] k E
i
1 ;
y r i - V¥
: i G k
¥
LB Y E:uu;.-ru.

Fun

dpy,

ngenomen dat de tracties r, €n ', Con-

i

m o s . ,; U S R ok
mogen deze ool trekkinge n zijn ult

ooy

T ’

ervangen denken

T i Fm:]“ ;
ke _ P IT :
WA *&H"l I

Punctie £{(X,Y) te bepalen.

Hay . _, . .. " . g
allen 21In,

%.w' Hff

- N - v . LT T
i:iff %ﬁmmaf en D= % el De3IChoUuwWe

af,

e onv

eyt

;% worden gevormd

ﬁ%ﬁ beslisregel 1

eer zZowe

‘oor de

e




S
lgj‘

i

zlin. De 1ijnen

dat men volgens de beslisregel m¢

voor de (j+4)8te

keer zowel D

&

o
IEEE, w?ﬂ"‘ﬂw

F113 NG T R e o RhaR LM ") B AAREL o4 bk AR whddar - et ez we#le - e

ot
rﬂﬁnﬂw*!“’mﬁﬂm el
cypatorc LTI
e enll
crene AT

P

e

e
; pmpeavetete TE wrh
L ’ R J{n'»iw’hrwrﬂ B

. H L Wﬁqw
‘. . M}ﬁm
l e Wwﬂf*ﬂmﬁﬂmhﬂ
"l wﬁ!w mﬁ - FIITECIAAL
|4 -] Wgﬂl 3 Lank il 1T Koy i o V_r@fdﬁai‘ﬁh 'rf!ﬂ:d .
¥ i Tantr Wy M:‘-ﬂ'ﬂ“l‘l ..FF.",;‘_W}{LJ Wmﬁﬂﬁm
o - . .
I
ﬁi‘!ﬂ'
(Al ,\_ﬁ,lﬂi‘!l 1R

B

angprbite Sl

‘- h% w.% hjda de,:m .n‘“.'"%

! ey :
ffen 1+.~i-5§irm i <'? ﬁ J ﬁ r*f'

ko e

4 ; i ]
| T 4 ? , w::m @yﬁ ”‘*99 !:g '”"‘-ﬁfﬁl - im s | - I ,*R:a] ﬁ::jé o fﬁ RI;.-:’"E‘V {:’: @ ’yz*ﬂhi rr.ﬂij?a i ’rtfﬁ esor {ﬂ:;‘-';
V%-]"'] ‘?lb;fﬁg ‘ln*rf; ps; %’%@ I ﬁi" e, I y o e i: j} it M A '{ . - . 4 A %‘j’i“ﬁ %;:5‘ :-'>JI ,

et "Bl

B = rﬂ% ‘ y T; ;w. - : : - . -: ) wﬁ:‘i& ‘%n.. @ ﬂ.::::’g ..
: k A H d'ﬂ - i m’iﬂ’%ﬁ} ja?(whi;li' i i : ; 0 . 1< g i m«j o %:ﬁ [

TagIneaet 108 T
ﬂtﬁ‘rmié %‘WQ A ; Ji;.:s-‘gg M H,::t e o %ﬂlml} {“ ;o
't 1

. - " ﬁ.:,q}.

by G WV T T
o) ) i

-
k4

& - o a &b i j;‘l ¥
I I;?_’ﬁ*jﬁ';d A W gw.?‘ﬁ ; -y it S Nt_ 1y - gl o ,- g v v*vg. " FH':‘![] wo g, I . - g:: ? ' m fﬁ;:”‘rﬁ mi ‘{? ﬂE H ek D | % ﬁ?:“h
12 ﬁli‘:f'ﬁ‘; Eg%g:“? m ?f tat ﬁ {‘uy t o [ L TP iﬁ‘ﬂ#‘ aﬁpﬂ: {JP#’} E’« : ﬁ;ﬂi 3} i A h&fﬁ %ﬁ %‘ifﬁ ke M?? i‘%”::g f e ? r 4 ﬂi:

mkrg,“ ar f-\{a-’"n

4 el “ 1 m
i }\;j!ﬁ JEtn, lﬁf : < y e 1750 : :@ T ?'Wjiﬁ'
i _ ; i : ! . et
iﬂ@ i l% i : {qﬂﬂi Stk ulum i 51 %kw % el i .M( ' *'éigfﬁ' #

st
Heng fs

aaf:
i {L
: . "

g IF& i "




AR vl

-
12

B Ll

sing. Wij vinden dus voor een BecC

f(XfY) = (1“1@4)‘1’ L+ (’?m‘p

7o ¢y
y

2 PR
W

Y
tﬁ‘ﬂ‘ﬁ;’ e {%;« At

a
b

W

B P
T

8] %

Uit (5.21) en

™ &"3
P

e

S
R T
% g e P— v ‘g% ’
m.u{l | x ‘3 e "'FI %’? %{ﬂp% .-'-_a P()
f zH #ﬁ i) 'ﬁ;f’” "j‘""

,,:.Jt" i ;MI_,(I"
%E{I'bﬂf ‘f}qa»wgw . :E.mlyws. - r?\"w}’;-}
aille L s T R R B S T L S L B P e RN L T R e Joren, .

‘,ﬁiﬂwﬁ @g "

e

:ﬁ’i{' [ %
/ g . ,,_r.EJ”J
wirr
4 v
%Nﬂrﬁsh'
a : \

e, . r1-‘zpu ¢ R 4 1t s, - hg RIS
is i EE!‘QW% [ lwf %% {; il %“ )}r *hm % ¥
v FEH, f&“hﬁ’% m{i *u-.,.c,kﬂ .;f J:l‘w@] ..-péiﬁ‘

. @v:; e e g pisty P s ufé_,r, -, i, ,,.*:: g qa , %
{16 o & R I o Tfﬂ ~Re ) -
i‘--w %‘ﬁ’ AT W bl i:w LR W é’ma} b, o ﬁi@ o ; s Bt

v

Y

ae I uin

Led 414

: e
Cou

-

BT e
Pl ISR

BTN

b L T )
L sk % "HEs, L ‘
# .
‘ i? | o - ’ .

%i

it e prgl”

l

Az LR &

g
] 3 L F‘] "
14 T e i
: um“‘ﬂ. é ﬂ:ﬁi i "s! %E'
i

KV ' 2 ’ L
Jn— ; W%yﬁ& : m 3 g e MR e rpadore CER T ] TR R N ¥ T e et i g AR M 5 mﬁiﬂﬂlﬂmwm A TR Mbﬁﬂ?ﬁﬂ‘i' U‘W_ mmm;ﬂmm“mEmg it B s e Lot T ¥
" vt g,;!’f ]fi 1

F . ) ¢
b bt . ; LI

2, A0 | ik o b
L i j : e 3
-1 #‘fyh"]!p% 2 " ﬁiq[.-
r”; 10

4 ’ )

.g‘_:':?-rflh
s iw} ) i

Fm e o

.

van de

?
oy g I R
e C Lo
nfr W o A7 SR

E g -‘% I #’I 1 ﬁ '”"-:'{i ﬁ;:%% /%m “:g‘ﬁj %P'T'“a g::ﬁ %% f?mﬁf ﬁﬂﬁ m @ .*ﬁﬁ Jﬂg 1w | Pk y gqn;?
Fm‘?ﬂ % ¥ iy : ;:g %:%A £, wgm- bl M? i‘qpu;ﬁ %;,saﬂ F'% X ' ; - ﬁifﬂﬁ ; ,.I #m:;k {;ﬁw %@w %ﬂ} Z‘ ,

A

-|1% "Y‘rf 5] . _?r

b y {i}” p : ey, Jff{f’ ot r égi*ﬁr Iﬁfﬁ“} gii:n
- L o § s Mo g , | | j{% . b Form
I bty 1 vl p o] * ; @ ‘ﬁf;ﬁ‘l ik

& -
Htanesty .?zn " ,

P

g lrmnp Ay .
e e

i

s I T AT 'ﬂgl H

el pdP
Nowe T E
ont

Fypg

1 ppe
AL Tk

b

i SHray

iz




r ot [N
n ? X . J,j r B
[ -
]
* ' , Y o
1 [N
‘ . !
. 5 o
- ' oty N (
' ) ! v ¢ "
r! 1o .
| A ) 1
-l »
.,~ Lo IJ: . . . \ ;
P oL -~ . )
! fed
r PO
’ 1 o T ,
P ' . I
N r '
[ ‘ . ,
I 1
' . ' £ K
3 b v
- PR .
- . i i ' , .
. et
L T Lt
" 1
- b .
' ., I N 1
B 1
. I B |
' . v I
. j-..
forat |
’ \ - " 1 -

i J(,\}
B ey
'f;.;g..'({} {Ft

it
é. N’\‘irl.-f-’,;_

sl

lr'- P
I+ e [Lz

e il Ty RO e

iof IR Wi e A i i

,l-'f_':).'_l?"".”"s'r""r e -';;%a, ;'.r.l'-jll_;‘ g LA TN
i bR s e

"’.I,r'm'.:":"l' B B :)-*,i':
e

AT e
i S %. {,;Eﬂj\l; %ﬂ ,:f,"
Cry

ﬁf‘f;f ;




